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Gume, razni polimeri in kompoziti izkazujejo nelinearno-elasticˇne (hiperelasticˇne) la-
stnosti. Dolocˇitev njihovih snovnih lastnosti za potrebe racˇunske obravnave snovi je
obicˇajno izvedeno iz enoosnih testov, ki podajajo enoosni odziv materiala v nategu.
Pomembno vlogo na razporeditev splosˇnega napetostnega stanja pa ima tudi odziv
snovi v tlaku, ki pa obicˇajno niti ni merjen zaradi kompleksnejˇse izvedbe tlacˇnih te-
stov. V okviru magistrskega dela je predlagan alternativni nacˇin dolocˇitve elasticˇnosti
snovi v tlaku na podlagi upogibnega preizkusa. Predlagan postopek je konceptualno in
racˇunsko ustrezno prikazan in obrazlozˇen. Izdelano je bilo namensko preizkusˇevaliˇscˇe
za izvajanje upogibnih preizkusov. S pomocˇjo izdelanega programa so na podlagi izve-
denih meritev z inverzno identifikacijo bile dolocˇene lastnosti razlicˇnih hiperelasticˇnih






Characterization of non-linear elastic materials by using ben-
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Rubbers, various polymers and composites exhibit nonlinear-elastic (hyperelastic) pro-
perties. The determination of their material properties for the purpose of computa-
tional treatment of a substance is usually derived from uniaxial tests that provide a
uniaxial response of a material in tension. An important role in the distribution of the
general stress state is also played by the material response in compression, which is usu-
ally not measured due to complexity of compression tests. In the course of the master’s
thesis, an alternative method of determining the elasticity of material in compression
based on bending tests is proposed. The proposed process is presented conceptually
and computationally. An experimental setup for a bending test has been designed.
With the developed program, the properties of different hyperelastic constitutive mo-
dels, both in tension and compression, were determined with inverse identification on
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b m sˇirina nosilca
B / Cauchy-Greenov deformacijski tenzor
B / Cauchy-Greenov tenzor deviatoricˇnih deformacij
Cij Jm
−3 parameter hiperelasticˇnega konstitutivnega modela
d / vektor smeri iskanja linijskega minimuma
Di (Jm
−3)−1 parameter hiperelasticˇnega konstitutivnega modela
e m premik nevtralne osi
e0 m pricˇakovan premik nevtralne osi
e0 m vektor pricˇakovanih premikov nevtralne osi
E Pa modul elasticˇnosti
f / izracˇunan materialni odziv
f0 / pricˇakovan materialni odziv
f / vektor izracˇunanih materialnih odzivov
f 0 / vektor pricˇakovanih materialnih odzivov
F / gradient deformacij
g / izmerjen materialni odziv
h m viˇsina nosilca
I m4 vztrajnostni moment prereza
I1 / prva invarianta deviatoricˇnega tenzorja deformacij
I2 / druga invarianta deviatoricˇnega tenzorja deformacij
I / enotska matrika
J / sprememba prostornine
J / Jacobijeva matrika
k JK−1 Boltzmannova konstanta
M Nm notranji moment
M Nm obremenitveni moment
n m−3 gostota polimernih verig
N N osna sila v nosilcu
N / sˇtevilo segmentov diskretiziranega nosilca
Nc / velikost jate
Nn / sˇtevilo meritev nateznega preizkusa
Np / sˇtevilo parametrov
Nu / sˇtevilo meritev upogibnega preizkusa
p Pa hidrostaticˇni tlak
p / materialni parameter
∆p / sprememba materialnih parametrov
p / vektor materialnih parametrov
q Nm−1 linijska obremenitev
r / vektor ostankov
R / rotacijska matrika
xix
S / cenilna funkcija
∇S / gradient cenilne funkcije
∇2S / Hessejeva matrika cenilne funkcije
S Pa tenzor deviatoricˇnih Cauchyjevih napetosti
T N notranja precˇna sila
U Jm−3 gostota deformacijske energije
UD Jm−3 deviatoricˇni del gostote deformacijske energije
UK Jm−3 krogelni del gostote deformacijske energije
U / desni tenzor deformacijskega razmerja
V / levi tenzor deformacijskega razmerja
w m poves
x m krajevni vektor v referencˇni formaciji
X m krajevni vektor v deformirani formaciji
α / korak pri optimizacijskem postopku
α / faktor obtezˇitve nateznega oz. upogibnega preizkusa
ϵ / toleranca konvergencˇnega kriterija
ε / deformacija
Θ K absolutna temperatura
κ m−1 ukrivljenost nosilca
λ / raztezek
λm / parameter Arruda-Boyceovega konstitutivnega modela
µ Jm−3 parameter Arruda-Boyceovega konstitutivnega modela
ν / Poissonov kolicˇnik
νn Pa
−1 utezˇnostni koeficient nateznih testov
νu m
−1 utezˇnostni koeficient upogibnih testov
σ Pa napetost
σ0 Pa pricˇakovana napetost
σ Pa tenzor Cauchyjevih napetosti
σ0 Pa vektor pricˇakovanih napetosti
φ / zasuk nosilca





p usmerjenost v precˇni smeri
v usmerjenost v vzdolzˇni smeri
x usmerjenost v smeri x koordiantne osi




AB Arruda-Boyceov konstitutivni model
DIC korelacija digitalnih slik (ang. Digital image correlation)
MR Mooney-Rivlinov konstitutivni model
NH Neo-Hookeov konstitutivni model
P2 polinomski konstitutivni model drugega reda
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Pri konstruiranju in razvoju izdelkov je vedno vecˇja tezˇnja, da v naprej predvidimo,
kaksˇen bo njihov mehanski odziv (napetostno-deformacijsko stanje) pri danih oz. zahte-
vanih obremenitvah. Na tak nacˇin lahko v zˇe zgodnji fazi nastajanja izdelka identifici-
ramo in odpravimo mozˇne napake ter sˇibkosti izdelka. V ta namen so bile razvite razne
numericˇne metode, ki omogocˇajo izracˇun napetostno-deformacijskega stanja izdelkov
kompleksnejˇsih oblik pri poljubnih robnih pogojih (ena bolj uporabljenih tovrstnih me-
tod je metoda koncˇnih elementov). Verodostojnost rezultatov, ki jih s temi metodami
izracˇunamo, je predvsem odvisna od natancˇnosti popisa geometrije izdelka, ustreznosti
predpisanih robnih pogojev in uporabljenega konstitutivnega modela. Izmed nasˇtetih
se bomo v sklopu magistrske naloge osredotocˇili na obravnavo konstitutivnih mode-
lov, s katerimi popiˇsemo zvezo med deformacijskim in napetostnim stanjem nekega
materiala.
1.1 Ozadje problema
V veliko primerih lahko odziv materiala dobro popiˇsemo s Hookeovim konstitutivnim
modelom, ki predpostavlja linearno zvezo med deformacijami in napetostmi. Pri tem
modelu za popis materiala potrebujemo modul elasticˇnosti E, ki predstavlja razmerje
med napetostjo in deformacijo, in Poissonov kolicˇnik ν, ki predstavlja razmerje med
deformacijo v vzdolzˇni in v precˇni smeri. Oba parametra lahko relativno enostavno
dolocˇimo s pomocˇjo nateznega preizkusa. V praksi pa se vedno bolj uveljavljajo ma-
teriali, ki izkazujejo nelinearen odziv v obmocˇju elasticˇnih deformacij (polimeri, poli-
merni kompoziti,...). Pri tovrstnih materialih uporabljamo hiperelasticˇne konstitutivne
modele, ki omogocˇajo popis nelinearnega odziva. Za popis materialnega odziva s hipe-
relasticˇnimi konstitutivnimi modeli potrebujemo vecˇ parametrov, ki v vecˇini primerov
nimajo neposrednega fizikalnega pomena in jih ne moremo dolocˇiti na tako enostaven
nacˇin, kot npr. modul elasticˇnosti in Poissonov kolicˇnik. Za ta namen se uporablja me-
toda inverzne identifikacije parametrov, pri kateri na podlagi rezultatov eksperimenta
in numericˇnih simulacij mehanskega testa iterativno dolocˇimo vrednosti iskanih para-
metrov. Test, ki ga uporabimo pri identifikaciji, je v splosˇnem lahko poljuben, vendar
mora biti dobro pogojen, kar pomeni, da je izid testa obcˇutljiv na vrednosti iskanih
parametrov (parametrov, ki ne vplivajo na izid testa, ne moremo dolocˇiti). V nasprotju
s Hookeovim konstitutivnim zakonom, pri katerem je celoten materialni odziv enolicˇno
dolocˇen z dvema parametroma, pri hiperelasticˇnih modelih ni samoumevno, da bodo
1
Uvod
materialni parametri, ki so bili identificirani na podlagi izbranega eksperimenta, dobro
zajemali tudi materialni odziv pri deformacijskih stanjih, ki se pri izbranem eksperi-
mentu ne pojavijo. Cˇe torej zˇelimo s postopkom inverzne identifikacije parametrov cˇim
bolje zajeti celoten materialni odziv, je smiselno uporabiti vecˇ razlicˇnih eksperimentov,
pri katerih se pojavijo razlicˇna deformacijska stanja.
Za namen izvajanja numericˇnih analiz, kjer se v obravnavanem objektu pojavijo tudi
obmocˇja s tlacˇnimi napetostmi, je zelo pomembno tudi poznavanje materialnega odziva
v tlaku, ki pa ga ne moremo dolocˇiti iz testov, kjer preizkusˇanec obremenjujemo le
natezno (kot je storjeno pri dolocˇitvi parametrov linearno elasticˇnih materialov). Tedaj
je pri identifikaciji parametrov potrebno uporabiti rezultate preizkusa, pri katerem je
preizkusˇanec obremenjen tudi tlacˇno. Izvedba tovrstnih tlacˇnih testov je problematicˇna
z vidika stabilnosti, cˇe so preizkusˇanci previtki, zato morajo slednji biti krajˇsi in sˇirsˇi,
kar pa je lahko problematicˇno pri izdelavi polimernih preizkusˇancev, kjer so zaradi
vecˇjega volumna brizgani izdelki podvrzˇeni vecˇjim termicˇnim skrcˇkom. Problematika
tlacˇnih testov pa je tudi nepoznavanje trenja med preizkusˇancem in podporami, ki
lahko ima nezanemarljivo vlogo na izid testa.
1.2 Pregled literature
Izbira preizkusov za namen inverzne identifikacije materialih parametrov je odvisna
glede na podrocˇje uporabe, kjer bodo identificirani parametri uporabljeni. V [1], kjer
je bila izvedena obsezˇna primerjava hiperelasticˇnih konstitutivnih modelov, in [2], kjer
je bil obravnavan Ogdenov konstitutivni model, so za identifikacijo parametrov upora-
bili podatke iz [3], kjer so bili izvedeni natezni, dvoosno natezni ter strizˇni preizkusi.
Hartmann in sodelavci so pri obravnavi Rivlinovega konstitutivnega modela v [4] ter
pri obravnavi polinomskega modela v [5] uporabili rezultati nateznega in torzijskega
preizkusa iz [6] in [7]. V [8] in [9] je bila izvedena identifikacija materialnih parametrov
za uporabo pri izvedbi numericˇnih simulacijah odrezovalnega procesa. Pri procesu od-
rezovanja, se lahko pojavijo deformacije v velikosti tudi do 200 % ter hitrosti deformacij
v velikosti do 105 s−1 [10], kar pa z konvencionalnimi postopki testiranja ni izvedljivo,
zato so parametri bili identificirani kar na podlagi odrezovalnega procesa. Avril in
sodelavci so v [11] materialne lastnosti arterije dolocˇili na podlagi nateznih preizkusov
ter z napihovanjem arterije, kjer se pojavi vecˇosno napetostno stanje. Podobno so
Sasso in sodelavci v [12] dolocˇili materialne parametre hiperelasticˇnega materiala, le
da so za obravnavanje materialnega odziva v vecˇosnem napetostnem stanju uporabili
hidrostaticˇni preizkus (ang. bulge test). V [13] so na podlagi dvoosnega nateznega
testa bili dolocˇeni parametri za popis Swiftovega zakona utrjevanja ter Hillovega kri-
terija tecˇenja. V [14] so (s postopkom inverzne identifikacije) bili dolocˇeni parametri
ortotropno linearno elasticˇnega materiala, na podlagi izmerjenega polja deformacij pri
nateznem testu, kjer je bil uporabljen preizkusˇanec kompleksnejˇsih oblik. Bertin in so-
delavci so v [15] pokazali, da rezultati nateznega preizkusa, kjer je plosˇcˇat preizkusˇanec
v vecˇ ciklih obremenjen, pri tem pa je merjeno polje deformacij, zadostujejo za dolocˇitev
lastnosti elasto-plasticˇnega materiala.
V nobeni izmed zgoraj nasˇtetih metod ni posebej poudarjen materialni odziv v tlacˇnem
obmocˇju, kar pa je zelo pomembno, cˇe zˇelimo izvajati natancˇne numericˇne analize, pri
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katerih so v materialu prisotna tudi tlacˇno obremenjena obmocˇja. V magistrskem delu
bo uposˇtevan tudi materialni odziv v tlaku tako, da bomo poleg nateznega preizkusa
za dolocˇitev materialnih lastnosti izvedli tudi upogibni preizkus, pri katerem se v pre-
izkusˇancu pojavi tako natezno kot tudi tlacˇno obmocˇje.
1.3 Cilji naloge
Glavna tema magistrske naloge je inverzna identifikacija parametrov hiperelasticˇnih
materialnih modelov na podlagi upogibnega testa. Ker se pri upogibu pojavijo tako
tlacˇne kot natezne napetosti, je cilj naloge, da bi na podlagi nateznega in upogibnega
testa dolocˇili materialni odziv tako v nateznem kot tudi tlacˇnem obmocˇju.
Glavni cilji magistrske naloge so:
– Zasnovati metodologijo za dolocˇitev lastnosti hiperelasticˇnih materialov tako v na-
tegu kot v tlaku.
– Postaviti matematicˇni model za popis napetostno-deformacijskega stanja hiperela-
sticˇnega materiala pri upogibu.
– Izvesti natezne in upogibne teste na materialu, ki izkazuje lastnosti hiperelasticˇnosti.
– Preveriti ustreznost materialnih parametrov identificiranih zgolj iz rezultatov nate-
znega preizkusa.
– Z metodo inverzne identifikacije na podlagi dobljenih eksperimentalnih rezultatov na-






V tem poglavju so predstavljene pomembnejˇse teoreticˇne osnove, ki smo jih potrebo-
vali za ustrezno izvedbo meritev, za razumevanje obravnavane problematike ter kot
izhodiˇscˇe za postavitev vseh potrebnih modelov in postopkov. Poglavje zajema:
1. Predstavitev Euler-Bernoullijeve teorije, iz katere bomo izhajali pri postavitvi
modela za obravnavanje napetostno-deformacijskega stanja pri upogibu hipere-
lasticˇnega materiala.
2. Teoreticˇne osnove in pregled razlicˇnih tipov hiperelasticˇnih konstitutivnih mode-
lov.
3. Mehanizmi premika nevtralne osi pri nosilcih.
4. Pregled metode korelacije digitalnih slik, s pomocˇjo katere so bila pri izvedbi
eksperimentov izmerjena polja deformacij.
5. Teoreticˇne osnove metode inverzne identifikacije materialnih parametrov.
2.1 Euler-Bernoullijeva teorija nosilca
Euler-Bernoullijeva teorija nosilcev je najbolj razsˇirjena teorija za obravnavanje li-
nearno elasticˇnih nosilcev v obmocˇju majhnih pomikov. S pomocˇjo te teorije lahko
dolocˇimo napetostno-deformacijsko stanje v nosilcu ter upogibnico nosilca pri danih
obremenitvah in robnih pogojih. Predpostavke Euler-Bernoullijeve teorije nosilcev so:
– Ravnotezˇje sil uposˇtevamo na nedeformirani geometriji (uposˇtevanje majhnih pomi-
kov).
– Precˇni prerezi nosilca v deformiranem stanju ostanejo plani (od tod sledi, da so
deformacije po viˇsini nosilca linearno razporejene).
– Nevtralna os nosilca je pravokotna na precˇne prereze in hkrati sovpada s tezˇiˇscˇno
osjo.
Iz zgornjih predpostavk sledi, da so v Euler-Bernoullijevem nosilcu prisotne le osne
napetosti σx. Slika 2.1 prikazuje ”izrezan” delcˇek Euler-Bernoullijevega nosilca v kar-
tezicˇnem koordinatnem sistemu, s prikazanimi glavnimi velicˇinami. Simbol T (x) se
nanasˇa na precˇno silo v nosilcu, M(x) na notranji upogibni moment v nosilcu, w(x)
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pa na poves nosilca oz. pomik v z smeri. Na sliki lahko vidimo tudi shematsko pred-
stavljeno predpostavko o planosti prerezov in njihovo pravokotnost na nevtralno os.
Slika 2.1: Prikaz izrezanega ”izrezanega” delcˇka Euler-Bernoullijevega nosilca.
Ob predpostavki, da sta modul elasticˇnosti E in vztrajnostni moment prereza glede na






Precˇno silo v nosilcu T (x) v odvisnosti od povesa w(x) zapiˇsemo kot:




notranji moment M(x) pa kot:














Na sliki 2.2 je potek vzdolzˇnih napetosti in deformacij sˇe shematsko prikazan.
Slika 2.2: Potek vzdolzˇnih napetosti in deformacij po viˇsini nosilca.
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V nadaljevanju bomo za obravnavanje upogiba hiperelasticˇnih materialov naredili svoj
model, pri katerem bomo izhajali iz osnovnega koncepta Euler-Bernoulli-jeve teorije
nosilcev. Pri tem bomo nekatere predpostavke ohranili, da pa bomo zajeli fenomene,
ki se pojavijo pri hiperelasticˇnem materialnem odzivu, bomo nekatere predpostavke
ovrgli oz. spremenili.
2.2 Obravnavanje hiperelasticˇnih materialov
Za hiperelasticˇne materiale je znacˇilno, da so idealno elasticˇni in da imajo nelinearno
zvezo med deformacijami in napetostmi. Eden izmed najbolj tipicˇnih materialov s
hiperelasticˇnim obnasˇanjem je guma. Pri obravnavanju tovrstnih materialov imamo
navadno opravka z velikimi deformacijami.
Reolosˇka zveza pri hiperelasticˇnih konstitutivnih modelih je definirana z deformacij-
sko energijo, ki je obicˇajno funkcija deformacijskih invariant in je za vsak material
drugacˇna. Za razliko od linearno elasticˇnih materialov, kjer smo lahko deformacije
eksplicitno izrazili z napetostmi ali obratno, se pri hiperelasticˇnih modelih problem
prevede na resˇevanje nelinearnega sistema vecˇ enacˇb z vecˇ neznankami.
Celotno poglavje je povzeto po [16–18].
2.2.1 Teoreticˇne osnove hiperelasticˇnih konstitutivnih mode-
lov
Preslikavo iz referencˇnega v trenutni oz. deformirani prostor lahko popiˇsemo z gradi-





kjer je x krajevni vektor materiala v referencˇni formaciji inX krajevni vektor materiala
v deformirani formaciji. Gradient deformacij F je v splosˇnem nesimetricˇen tenzor, ki
zajema tako deformacijo kot tudi togo rotacijo snovnega delcˇka v prostoru (ne zajema
pa translacije). Slednjega lahko s pomocˇjo postopka polarne dekompozicije razdelimo
na rotacijsko matriko R, ki zajema le togo rotacijo, in desni U oz. levi V tenzor
deformacijskega razmerja, ki zajema le deformacijo. Relacije med njimi zapiˇsemo kot:
F = R ·U = V ·R. (2.7)
Vpeljimo sˇe Cauchy-Greenov deformacijski tenzor B, ki je definiran kot:
B = F · FT . (2.8)
Zaradi ortogonalnosti rotacijske matrike (R ·RT = I) lahko pokazˇemo, da je Cauchy-
Greenov deformacijski tenzor neodvisen od toge rotacije:
B = F · FT = V ·R · (V ·R)T = V ·R ·RT ·VT = V ·VT . (2.9)
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Slednja lastnost je zelo zazˇelena, saj toga rotacija ne vpliva na nastanek deformacij in
posledicˇno napetosti. Uvedemo sˇe tenzor deviatoricˇnih deformacij:
B = B · J− 23 , (2.10)
kjer J predstavlja spremembo prostornine snovnega delcˇka pri prehodu iz referencˇnega
v deformirano formacijo in jo definiramo kot:
J = det(F). (2.11)







tr(B)2 − tr(B ·B)) . (2.12)

















kjer je U = U(I1, I2, J) funkcija gostote deformacijske energije, ki jo definiramo z hipe-
relasticˇnimi konstitutivnimi modeli predstavljenimi v poglavju 2.2.2. Le-ta je unikatna





Celoten tenzor Cauchy-jevih napetosti zapiˇsemo kot:
σ = S− pI. (2.15)
2.2.2 Pregled hiperelasticˇnih konstitutivnih modelov
Poznamo vecˇ modelov za popis funkcije gostote deformacijske energije U . V splosˇnem
so te funkcije odvisne od invariant deformacijskega tenzorja in imajo navadno locˇene
prispevke energije deviatoricˇnih in krogelnih deformacij:
U(I1, I2, J) = U
D(I1, I2) + U
K(J). (2.16)
V tem poglavju si bomo pogledali nekaj najbolj znanih modelov [19].
Polinomski model









(J − 1)2i, (2.17)
kjer so Cij in Di parametri modela, N pa je stopnja modela, ki je lahko najvecˇ 6, v
vecˇini primerov pa ne presezˇe 2. Polinomski model je osnova za vecˇ drugih modelov,




Reduciran polinomski model je polinomski model, pri katerem velja j = 0. Iz tega









(J − 1)2i. (2.18)
Tako kot polinomski model ima tudi reduciran polinomski model stopnjo N in para-
metre Ci0 in Di.
Mooney-Rivlin
Cˇe vzamemo polinomski model prvega reda (N = 1), dobimo tako imenovan Mooney-
Rivlinov model, ki ga zapiˇsemo kot:
U = C10(I1 − 3) + C01(I2 − 3) + 1
D1
(J − 1)2. (2.19)
Parametri modela so C10, C01 in D1.
Neo-Hooke
Neo-Hookeov model je reduciran polinomski model prvega reda (N = 1). Zapiˇsemo ga
kot:
U = C10(I1 − 3) + 1
D1
(J − 1)2. (2.20)






kjer je n gostota polimernih verig, k Boltzmannova konstanta in Θ absolutna tempe-
ratura.
Yeoh
Yeohov model je podobno kot Neo-Hookeov izpeljan iz reduciranega polinomskega mo-









(J − 1)2i. (2.22)






































Parametri tega modela so µ, λm in D. Parameter λm predstavlja raztezek snovi, pri
katerem se molekulske oz. polimerne verige med seboj ”zaklenejo”.
2.2.3 Racˇunski zgled za enoosno napetostno stanje
Za namen boljˇsega razumevanja predstavljene teorije bomo v tem poglavju izpeljali
enacˇbe za obravnavanje homogenega enoosnega napetostnega stanja v materialu ter
na konkretnem primeru izracˇunali materialni odziv. Verodostojnost izracˇunanih re-
zultatov bomo preverili z rezultati numericˇne analize izvedene v programskem okolju
Abaqus.
Vzemimo snovni delcˇek, katerega raztezek v vzdolzˇni smeri λv je poznan. Posledicˇno
se bo v precˇnih smereh pojavil skrcˇek λp z neznano vrednostjo. Ker drugih vplivov ni,
ki bi lahko vplivali na strizˇne deformacije, lahko sedaj zapiˇsemo gradient deformacij za
dan snovni delcˇek:
F =
⎡⎣λv 0 00 λp 0
0 0 λp
⎤⎦ . (2.24)
Sprememba volumna snovnega delcˇka je torej:





⏐⏐⏐⏐⏐⏐ = λv λ2p. (2.25)
Sledi izracˇun Cauchy-Greenovega deformacijskega tenzorja:
B = F · FT =
⎡⎣λv 0 00 λp 0
0 0 λp
⎤⎦ ·
⎡⎣λv 0 00 λp 0
0 0 λp
⎤⎦T =
⎡⎣λ2v 0 00 λ2p 0
0 0 λ2p
⎤⎦ , (2.26)
ter tenzorja deviatoricˇnih deformacij:
B = B · J− 23 =
⎡⎣λ2v 0 00 λ2p 0
0 0 λ2p


























Dolocˇimo sˇe vrednosti prve in druge invariante deformacijskega tenzorja:

































Sedaj je potrebno izbrati enega izmed hiperelasticˇnih modelov, ki smo jih predstavili
v poglavju 2.2.2. V nasˇem primeru bomo vzeli Neo-Hookeov model s parametri C10 =
0.2587 in D1 = 1.5828 ·10−3. Ob uposˇtevanju Neo-Hookeovega konstitutivnega modela


























































Iz izraza (2.31) lahko vidimo, da le diagonalni cˇleni niso enaki nicˇ. Od tega sta drugi
in tretji diagonalni cˇlen identicˇna, saj smo predpostavili, da je skrcˇek v obeh precˇnih
smereh enak. Ob uposˇtevanju robnih pogojev, da je napetost v vzdolzˇni smeri enaka
σv ter da je napetost v precˇni smeri enaka nicˇ, dobimo nelinearen sistem dveh enacˇb




















Sistem enacˇb (2.32) smo resˇili v programskem okolju Mathematica, nato smo problem
obravnavali sˇe v programskem okolju Abaqus. Rezultati obeh analiz so podani v tabeli
2.1.
Preglednica 2.1: Rezultati verifikacijskega problema.





2.2.4 Obravnavanje enoosno napetostnega stanja v primeru
nestisljivega materiala
Poglejmo si sˇe poseben primer obravnavanja enoosnega napetostnega stanja v primeru
nestisljivega hiperelasticˇnega materiala. Pri nestisljivem materialu je vrednost para-
metra D enaka nicˇ. Cˇe z izrazom (2.14) izracˇunamo tlak p v primeru Neo-Hookeovega
modela dobimo:
p = − ∂
∂J
[








kjer se pojavi problem pri uposˇtevanju D1 = 0. Podoben problem se pojavi tudi pri
ostalih modelih, zato pri nestisljivih materialih tlak p obravnavamo kot neznanko. Ker




p = 1. (2.34)
Robna pogoja σ11 = σv in σ22 = 0 z uposˇtevanjem izraza (2.15) zapiˇsemo kot:
σ11 = S11 − p = σv (2.35)
in
σ22 = S22 − p = 0. (2.36)
Cˇe privzamemo, da je vrednost raztezka λv poznana, problem sestavljajo tri neznanke
λp, σv in p ter tri enacˇbe (2.34-2.36), s pomocˇjo katerih lahko dolocˇimo vse vrednosti
neznank.
2.3 Premik nevtralne osi pri upogibu
Po Bernoullijevi teoriji nosilcev, predstavljeni v poglavju 2.1, iz predpostavk sledi,
da tezˇiˇscˇna in nevtralna os nosilca sovpadata. V primeru, da pri obravnavanju upo-
giba uposˇtevamo nekatere vplive, ki jih Euler-Bernoullijeva teorija ne zajema (neli-
nearnost materiala, sprememba geometrije pri deformaciji, plastifikacija,... ), se nev-
tralna os glede na tezˇiˇscˇno os lahko zamakne. V tem poglavju si bomo pogledali nekaj
razlicˇnih mehanizmov, ki povzrocˇijo premik nevtralne osi. V modelu za obravnavanje
napetostno-deformacijskega stanja pri upogibu hiperelasticˇnih nosilcev (poglavje 3.5)
bo od v nadaljevanju nasˇtetih mehanizmov premik nevtralne osi posledica nelinearnosti
konstitutivnih modelov ter uposˇtevanja ravnotezˇnih enacˇb na deformirani geometriji.
Nelinearnost konstitutivnih modelov
Premik nevtralne osi se lahko pojavi zaradi nelinearnega materialnega odziva oz. bolj
specificˇno zaradi drugacˇnega odziva v nategu in tlaku. Na sliki 2.3 je prikazan primer,
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kjer je material v tlaku bolj tog kot v nategu. Posledicˇno je tlacˇna cona manjˇsa od
natezne, da se na obeh pojavita nasprotno enaki osni sili, ki se med seboj iznicˇita.
Slika 2.3: Premik nevtralne osi pri nelinearnem materialnem odzivu.
Uposˇtevanje spremembe geometrije
Tudi pri upogibu linearno elasticˇnega materiala se pojavi premik nevtralne osi, cˇe
uposˇtevamo ravnotezˇne enacˇbe na deformirani geometriji. Slika 2.4 prikazuje deformi-
ran nosilec pravokotnega prereza, kjer se prerez nosilca v tlacˇni coni razsˇiri, v natezni
pa zozˇi. Ker vemo, da osne sile v nosilcu ni (N = 0), mora biti tlacˇna cona prereza
po viˇsini (z-os) manjˇsa od natezne, da se na obeh pojavita nasprotno enaki osni sili
(integralno gledano), ki se med seboj iznicˇita.
Slika 2.4: Premik nevtralne osi pri uposˇtevanju spremembe geometrije.
Plastifikacija materiala
Pri enkrat simetricˇnih prerezih nevtralna os navadno ne lezˇi na sredini prereza (po
viˇsini). Na robu, ki se nahaja blizˇje nevtralni osi, se torej pojavijo manjˇse napetosti kot
na bolj oddaljenem robu. V primeru, da je nosilec obremenjen do pojava plastifikacije,
se bo material plastificiral najprej na robu z vecˇjimi napetostmi (prikazuje slika 2.5).
Efektivno se togost materiala v plastificirani coni zmanjˇsa, kar iz enakih vzrokov kot
pri nelinearnem odzivu materiala povzrocˇi premik nevtralne osi.
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Slika 2.5: Premik nevtralne osi pri plastifikaciji idealno elastoplasticˇnega materiala
enkrat simetricˇnega prereza.
Iz podobnega razloga se premik nevtralne osi lahko pojavi tudi pri dvakrat simetricˇnih
prerezih (npr. pravokotnik) v primeru, da se plastifikacija v tlaku in nategu ne pojavi
pri enaki napetosti.
Prisotnost osne sile
V vseh zgornjih primerih je veljalo, da osne sile v nosilcu ni (N = 0), sedaj si pa
poglejmo primer, ko je ta prisotna. Integral napetosti po povrsˇini prereza mora biti
enak osni sili N , kar pomeni, da povrsˇini v tlacˇni in natezni coni nista enako veliki.
V primeru, da je osna sila natezna (prikazano na sliki 2.6), se nevtralna os pomakne
proti tlacˇni coni in nasprotno v primeru, ko je osna sila tlacˇna.
Slika 2.6: Premik nevtralne osi pri prisotnosti osne sile.
2.4 Metoda korelacije digitalnih slik
Korelacija digitalnih slik oz. anglesˇko Digital Image Correlation (DIC) je metoda, ki
se uporablja za merjenje pomikov na povrsˇini objekta. S to metodo lahko dolocˇimo
obliko, premike in deformacije opazovane povrsˇine objekta. Osnovna ideja te metode
je, da med obremenjevanjem objekta zajemamo slike opazovane povrsˇine objekta, na
katero smo predhodno nanesli nakljucˇen vzorec. Pri izvedbi nateznih in upogibnih
preizkusov bomo za merjenje deformacij uporabili sistem Q-400 proizvajalca Dantec




Na opazovano povrsˇino objekta je potrebno nanesti nakljucˇen vzorec, ki nam omogocˇa,
da tekom obremenjevanja lazˇje zaznamo spremembe na povrsˇini. Vzorec ponavadi tvo-
rijo pike priblizˇno enakih velikosti, ki so na podlago nakljucˇno razprsˇene. Pomembno
je, da je med pikami in podlago dober kontrast (npr. cˇrne pikice na beli podlagi
ali obratno). Da se izognemo podvzorcˇenju, mora posamezna pika na sliki zavzemati
obmocˇje vsaj 3x3 slikovnih pik. Gostota pik mora biti taka, da obmocˇje med posame-
znimi pikami prav tako zavzema vsaj obmocˇje 3x3 slikovnih pik. Slika 2.7 prikazuje
ustrezno in neustrezno gostoto pik.
Slika 2.7: Primer razlicˇnih razmerij med velikostjo in gostoto pik [20].
Nanos mora biti dovolj prozˇen, da v sistem ne vnasˇa dodatne togosti ter mora biti
sposoben slediti deformaciji povrsˇine.
2.4.2 Diskretizacija obmocˇja
Opazovano obmocˇje, na katerega je nanesˇen nakljucˇen vzorec, je diskretizirano na okna
(ang. facet, subset). Vsako okno ima srediˇscˇno tocˇko (ang. DIC point), v kateri se
racˇuna premik. Na sliki 2.8 je prikazana diskretizacija obmocˇja na okna z oznacˇenimi
srediˇscˇnimi tocˇkami.
Slika 2.8: Diskretizacija obmocˇja na okna [20].
Okna ne lezˇijo nujno tesno skupaj, kot prikazuje slika, lahko se tudi med seboj pre-
krivajo. Diskretizacijo obmocˇja definirata velikost posameznega okna in razmak med
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srediˇscˇnimi tocˇkami sosednjih oken. Velikost okna v grobem dolocˇimo tako, da glede
na dan vzorec posamezno okno zajema vsaj tri pike. Vecˇje kot je okno, bolj natancˇno
lahko dolocˇimo njegovo pozicijo, vendar s tem povecˇamo racˇunski cˇas. Z razmakom
med srediˇscˇnimi tocˇkami vplivamo na prostorsko locˇljivost izmerjenega polja pomikov
in deformacij. Manjˇsi kot je razmak, vecˇje je sˇtevilo oken in tocˇk, v katerih je izracˇunan
pomik in posledicˇno vecˇja prostorska locˇljivost.
2.4.3 Dolocˇitev pomikov in deformacij
Tekom obremenjevanja zajemamo slike opazovanega obmocˇja. Prva slika, pri kateri je
bil opazovan objekt sˇe neobremenjen, sluzˇi kot referencˇno stanje, glede na katero nato
dolocˇimo pomike in deformacije v posameznem inkrementu obremenjevanja.
Pri vsakem inkrementu obremenitve imamo sliko deformiranega vzorca, na kateri je
potrebno dolocˇiti premik posameznega okna glede na referencˇno stanje. Pri tem si
pomagamo s krizˇno korelacijo, s katero lahko kvantificiramo ujemanje dveh funkcij.
Vrednost krizˇne korelacije je vedno najvecˇja, ko je najvecˇje tudi ujemanje primerjanih
funkcij. Za vsako okno v referencˇnem stanju definiramo interpolacijsko funkcijo, ki jo s
krizˇno korelacijo primerjamo z interpolacijsko funkcijo opazovanega obmocˇja v posame-
znem inkrementu obremenjevanja. S postopkom numericˇne optimizacije nato poiˇscˇemo
maksimum krizˇne korelacije med slednjima funkcijama in tako dolocˇimo lokacijo po-
sameznega okna v deformiranem obmocˇju. Iz dolocˇene pozicije oken lahko glede na
referencˇno stanje nato dolocˇimo njihove pomike. Za dolocˇitev deformacij potrebujemo
odvode polja pomikov, zato je najprej potrebno izmerjene pomike (ki so podani v dis-
kretnih tocˇkah) interpolirati, ter na podlagi interpolacijske funkcije dolocˇiti potrebne
odvode. Slika 2.9 prikazuje poenostavljen postopek digitalne korelacije slik.
Slika 2.9: Poenostavljen prikaz postopka digitalne korelacije slik [20].
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2.5 Inverzna identifikacija parametrov
Kot je bilo zˇe v uvodnem poglavju 1.1 omenjeno, materialnih parametrov hiperela-
sticˇnih konstitutivnih modelov ne moremo enostavno dolocˇiti. Za ta namen upora-
bljamo metodo inverzne identifikacije parametrov, ki je v splosˇnem iterativna optimi-
zacijska metoda. Glavni koraki te metode so predstavljeni na shemi 2.10. Poglavje je
povzeto po [14,21].
Slika 2.10: Shematski prikaz postopka inverzne identifikacije.
Kot lahko na shemi vidimo, najprej za material z nepoznanimi parametri izvedemo
realen eksperiment in nato sˇe numericˇno simulacijo eksperimenta z razlicˇnimi kom-
binacijami materialnih parametrov. Ko se rezultati simulacije zadovoljivo ujemajo z




p1 p2 . . . pn
}T
, (2.37)
pri katerih bo ujemanje rezultatov eksperimenta in simulacije najboljˇse. Definirajmo
funkcijo izmerjenega odziva g(x), ki jo dolocˇimo iz eksperimenta ter funkcijo izracˇunanega
odziva f(p,x), ki jo dolocˇimo s pomocˇjo numericˇnih simulacij. Neodvisna spremen-
ljivka x dolocˇa opazovano tocˇko odziva v obmocˇju Ω, ki lahko zajema tako prostor kot
17
Teoreticˇne osnove
cˇas. Cenilno funkcijo S(p) definiramo kot vsoto kvadriranih vrednosti odstopanja med




(f(p,x)− g(x))2 dx. (2.38)
Problem identifikacije smo tako prevedli na optimizacijski problem, kjer iˇscˇemo vredno-
sti parametrov p, pri katerih bo cenilna funkcija S(p) dosegla globalni minimum. Cˇe v
globalnem minimumu ujemanje eksperimenta z rezultati simulacije sˇe vedno ni zadovo-
ljivo, smo najverjetneje izbrali neustrezen hiperelasticˇen model s premalo prostostnih
stopenj, da bi bil zmozˇen popisati realen odziv materiala.
Za namen identifikacije moramo biti pri izbiri eksperimenta pozorni, da imajo iskani
parametri vpliv na izid numericˇne simulacije eksperimenta. Vrednost parametra, ki
nima vpliva na izid dolocˇenega eksperimenta lahko izberemo poljubno in ga zato, na
podlagi taksˇnega eksperimenta, ne moremo identificirati. Cˇe imajo na izid dolocˇenega
eksperimenta vpliv vsi parametri, pravimo, da je eksperiment dobro pogojen.
2.5.1 Princip numericˇnega optimiranja
Proces numericˇnega optimiranja poteka iterativno, pri cˇemer z vsako iteracijo vrednost
iskanih parametrov p spremenimo oz. popravimo tako, da se vrednost cenilne funkcije
S(p) zmanjˇsa. Vrednost parametrov v naslednji iteraciji zapiˇsemo kot:
p(k+1) = p(k) +∆p(k). (2.39)
Parametri v novi iteraciji so uspesˇno dolocˇeni, cˇe velja:
S(p(k) +∆p(k)) < S(p(k)). (2.40)
Neznanka, ki jo v k-ti iteraciji iˇscˇemo, je torej sprememba parametrov ∆p(k), ki jo
lahko zapiˇsemo tudi kot:
∆p(k) = αk d
(k), (2.41)
kjer d (k) predstavlja smerni vektor parametrov k boljˇsi resˇitvi, αk pa velikost koraka v
omenjeni smeri. V tem primeru smo dolocˇitev spremembe parametrov ∆p(k) razdelili
na dva podproblema. Glavni koraki pri postopku numericˇnega optimiranja so:
1. Dolocˇitev zacˇetnega priblizˇka nabora parametrov p(0).
2. Dolocˇitev smernega vektorja d (k).
3. Kontrola konvergentnosti postopka. Cˇe je konvergenca dosezˇena (|d (k)| ≤ ϵ),
postopek prekinemo.
4. Izracˇun velikosti koraka αk (cˇe metoda to zahteva, drugacˇe vzamemo αk = 1).
5. Izracˇun novih vrednosti parametrov p(k+1) = p(k) + αk d
(k) in vrnitev na korak
2.
Dolocˇitev velikosti koraka αk je enodimenzionalen optimizacijski problem, saj je smer
iskanja minimuma poznana. Za ta namen lahko uporabimo katerokoli metodo za iska-
nje minimuma funkcije, odvisne od ene spremenljivke. V nadaljevanju bo na kratko




Ta metoda spada med gradientne metode, ker za dolocˇitev smeri uporablja gradient











Gradient cenilne funkcije∇S(p) je vektor, ki je usmerjen v smeri najhitrejˇsega narasˇcˇanja
cenilne funkcije S(p) v tocˇki p. Metoda najstrmejˇsega spusˇcˇanja temelji na ideji, da
bomo do tocˇke, v kateri se nahaja minimum cenilne funkcije, priˇsli, cˇe se bomo v vsaki
iteraciji premaknili v smeri, v kateri vrednost cenilne funkcije najhitreje pada (torej v
nasprotni smeri gradienta). Smerni vektor v tem primeru zapiˇsemo kot:
d = −∇S(p) (2.43)
Newtonova metoda
Osnovna ideja Newtonove metode je, da cenilno funkcijo razvijemo v Taylorjevo vrsto
do cˇlena drugega reda v trenutni tocˇki p, kar zapiˇsemo kot:
S(p +∆p) = f(p) + (∇S(p))T ∆p + 1
2
∆pT∇2S(p)∆p, (2.44)
kjer je ∇2S(p) Hessejeva matrika, ki vsebuje druge odvode funkcije S(p). Hessejevo









Sedaj z uposˇtevanjem pogojev, da je Hessejeva matrika pozitivno definitna in da mora
biti odvod po spremembi parametrov enak nicˇ, sledi:
∂S(p +∆p)
∂∆p
= ∇S(p) +∇2S(p)∆p = 0. (2.46)
V primeru da Hessejeva matrika ima inverz, lahko izrazimo ∆p in dobimo:
∆p = − (∇2S(p))−1∇S(p). (2.47)
Vidimo lahko, da metoda dolocˇa celotno spremembo parametrov ∆p in ne le smeri
d . Newtonova optimizacijska metoda je lahko nadgrajena tako, da predpostavimo, da
je dobljena sprememba parametrov le smer (∆p → d), v kateri nato iˇscˇemo linijski
minimum (postopek je nato enak kot pri gradientni metodi).
Newtonova optimizacijska metoda konvergira hitreje od gradientne, vendar je v vsaki





Gauss-Newtonova optimizacijska metoda se uporablja za iskanje vrednosti prametrov,





(fi(p)− f0,i)2 , (2.48)
kjer je fi(p) funkcija odvisna od parametrov p, f0,i pa optimalna vrednost funkcije
fi(p). Poiskati zˇelimo taksˇne vrednosti parametrov p, pri katerih bo vrednost funkcije
fi(p) cˇim blizˇja zˇeleni vrednosti f0,i. Funkcijo fi(p) razvijemo v Taylorjevo vrsto do
drugega cˇlena in jo enacˇimo z f0,i:




kjer je ∆p sprememba parametrov glede na trenutne vrednosti. Zgornji izraz lahko
zapiˇsemo v vektorski obliki kot:
f 0 = f (p) + Jf ·∆p, (2.50)






Enacˇbo (2.50) lahko z uvedbo vektorja ostankov r(p) = f 0 − f (p) preuredimo in
zapiˇsemo kot:
r(p) = Jf ·∆p. (2.52)
Ker Jacobijeva matrika Jf ni nujno kvadratna (lahko imamo vecˇ enacˇb kot neznank),
izraz (2.52) pomnozˇimo z JTf :
JTf · r(p) = JTf Jf ·∆p, (2.53)
in tako z matematicˇnega vidika dobimo dolocˇen sistem linearnih enacˇb, kjer lahko s
pomocˇjo inverza (JTf Jf)
−1 izrazimo spremembo parametrov ∆p:
∆p = (JTf Jf)
−1JTf · r(p). (2.54)
Podobno kot pri Newtonovi optimizacijski metodi lahko tudi tukaj spremembo parame-
trov smatramo le kot smer (∆p → d) in tako problem prevedemo na enodimenzionalno
iskanje optimuma.
Ta metoda je v primerjavi z Newtonovo boljˇsa, saj ne potrebujemo izracˇuna drugih




Ta metoda temelji na ideji selekcije sˇibkejˇsih v evolucijskem procesu. Od ostalih metod
se nekoliko razlikuje, saj v procesu optimiranja operira ne le z eno kombinacijo parame-
trov, temvecˇ s celo mnozˇico kombinacij. Mnozˇico razlicˇnih kombinaciji imenujemo tudi
jata. Proces optimiranja je podoben postopku, predstavljenem na zacˇetku poglavja
2.5.1 z razliko, da v posamezni iteraciji spreminjamo le eno kombinacijo parametrov iz











kjer je Nc sˇtevilo cˇlanov jate. Slednje je lahko poljubno, vendar mora izpolnjevati
pogoj Nc ≥ Np + 1, kjer je Np sˇtevilo iskanih parametrov optimizacijskega problema.
V vsaki iteraciji spremenimo oz. izboljˇsamo tisti cˇlan jate, ki izmed vseh da najvecˇjo
vrednost cenilne funkcije. Slednjega oznacˇimo kot pW . Glavna ideja te metode je, da
bomo dosegli nizˇjo vrednost cenilne funkcije, cˇe se bomo pomaknili v smeri od pW







Smerni vektor torej lahko zapiˇsemo kot:
d = pT − pW . (2.57)
V nadaljevanju izracˇunamo nov nabor parametrov pN :
pN = pW + αd , (2.58)
ki nadomesti starega (pW → pN). Ko je konvergencˇni kriterij dosezˇen (varianca cenilne














za resˇitev vzamemo tisti nabor iz jate, pri katerem je vrednost cenilne funkcije naj-
manjˇsa.
Prednosti tega algoritma so:
– ne potrebujemo odvodov cenilne funkcije,
– izognemo se lahko konvergenci v lokalni minimum,
– enostavna paralelizacija problema.
Slabosti pa so:
– v vsaki iteraciji je potrebno veliko sˇtevilo izvedenih operacij,





V sklopu magistrske naloge zˇelimo identificirati materialne parametre hiperelasticˇnih
konstitutivnih modelov, ki bodo popisali odziv tovrstnih materialov tako v nategu in
tlaku. Delo bo potekalo v naslednjih korakih:
1. Za obravnavan material bomo izvedli enoosne natezne teste.
2. Na podlagi pridobljenih meritev bomo s pomocˇjo inverzne identifikacije dolocˇili
materialne parametre za vecˇ razlicˇnih hiperelasticˇnih konstitutivnih modelov, ki
smo jih predstavili v poglavju 2.2.2.
3. Za vsak konstitutivni model bomo z identificiranimi parametri izvedli numericˇno
analizo upogiba, ter analizirali, kako izbira modela vpliva na rezultate analize.
4. Izvedli bomo upogibne teste obravnavanega materiala.
5. Postavili bomo model za dolocˇitev napetostno-deformacijskega stanja pri upogibu
hiperelasticˇnega nosilca.
6. Za izbrane konstitutivne modele bomo parametre identificirali sˇe na podlagi re-
zultatov nateznih in upogibnih testov, pri cˇemer bomo uporabili model, omenjen
v prejˇsnjem koraku.





Vse meritve smo opravili na kompozitnem materialu proizvajalca Celanese s komerci-
alnim imenom Fortron 9141L4. Material ima osnovo iz Polifenilen sulfida (PPS) ter
40% vsebnost kratkih steklenih vlaken. Tako za natezne kot za upogibne preizkuse
smo uporabili preizkusˇance z enako geometrijo, kot jo prikazuje slika 3.1.
Slika 3.1: Geometrija in dimenzije uporabljenih preizkusˇancev podane v milimetrih.
3.2 Enoosni test
Enoosne natezne teste bomo izvajali na trgalnem stroju, prikazanem na sliki 3.2.
Slika 3.2: Uporabljen trgalni stroj.
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Na sliki 3.3 so prikazane glavne komponente preizkusˇevaliˇscˇa in sicer:
1. Merilna celica za merjenje sile.
2. Vpenjalne cˇeljusti za vpetje epruvet.
3. Kameri za zajem slik.
4. Reflektor za osvetlitev epruvete (za namen zajemanja slik).
Slika 3.3: Glavne komponente preizkusˇevaliˇscˇa.
Na opazovan del preizkusˇanca smo s pnevmatsko piˇstolo za barvanje nanesli nakljucˇen
pikcˇast vzorec (slika 3.4).
Slika 3.4: Epruveta z vzorcem.
Mesto na epruveti, kjer se nahaja vzorec, smo s pomocˇjo namesˇcˇenih kamer tekom testa
slikali s frekvenco 5 Hz. Na podlagi oblike vzorca iz zajetih slik, smo z metodo digitalne
korelacije slik dolocˇili polje pomikov in posredno polje deformacij. Silo v epruveti smo
merili z merilno celico z mozˇnostjo merjenja sile do 50 kN, ki je zaporedno vgrajena
med trgalni stroj in vpenjalno cˇeljust (prikazuje slika 3.3). Natezni preizkus je bil
kinematsko voden s konstantno hitrostjo pomika cˇeljusti 0.1 mm/s.
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3.2.1 Rezultati nateznega preizkusa
Na sliki 3.5 je prikazan diagram nominalne napetosti v odvisnosti od nominalne defor-
macije v osni smeri preizkusˇanca. Izmerjene vrednosti so podane v diskretnih tocˇkah,
kot je prikazano na sliki.
Slika 3.5: Eksperimentalno dolocˇena zveza med enoosno napetostjo in deformacijo.
3.3 Zasnova upogibnega testa
Za namen identifikacije materialnih parametrov iz upogibnega testa bomo potrebovali
eksperimentalno dolocˇeno deformacijsko stanje pri cˇistem upogibu (ko je v nosilcu
prisoten le notranji moment). S tem namenom bomo zasnovali upogibni test, s katerim
bomo lahko preizkusˇance tako obremenili, da se bo na njem pojavilo obmocˇje cˇistega
upogiba, ki ga bomo podrobneje analizirali. Namen tega poglavja je, da s pomocˇjo
numericˇnih simulacij v naprej predvidimo potrebne geometrijske znacˇilnosti testa, da
bomo dosegli zahteve testa in se izognili morebitnim problemom.
Tri- ali sˇtiritocˇkovni upogib
V praksi se izvajajo tri- in sˇtiritocˇkovni upogibni testi. Glavna razlika med njima je,
da se pri tritocˇkovnem testu maksimalni moment pojavi le na sredini preizkusˇanca,
pri sˇtiritocˇkovnem testu se pa pojavi obmocˇje maksimalnega momenta med zgornjima
valjcˇkoma. Na sliki 3.6 sta shematsko prikazana tri- in sˇtiritocˇkovna upogibna testa s
potekom notranjih precˇnih sil in momentov.
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Slika 3.6: Notranje precˇne sile in momenti pri (a) tritocˇkovnem in (b) sˇtiritocˇkovnem
upogibnem preizkusu.
Na mestu kontakta med preizkusˇancem in valjcˇkom je poleg notranjega momenta priso-
ten tudi kontaktni tlak, kar pomeni, da na tem mestu ne deluje le cˇisti upogib, ampak
je napetostno-deformacijsko stanje nekoliko kompleksnejˇse. Ker za identifikacijo ma-
terialnih parametrov potrebujemo obmocˇje cˇistega upogiba, bom izvedli sˇtiritocˇkovni
test, pri katerem lahko pricˇakujemo, da bo med zgornjima valjcˇkoma cona, v kateri bo
prisoten le cˇisti upogib brez kontaktne motnje.
Razmak med valjcˇki
Za izvedbo upogibnih preizkusov bomo uporabili enake preizkusˇance kot za izvedbo
nateznih preizkusov, zato bomo razmak med valjcˇki prilagodili njihovi geometriji (slika
3.1). Spodnja oz. podporna valjcˇka bosta oddaljena 80 mm, kar je nekoliko manj od
dolzˇine dela preizkusˇanca s konstantnim presekom, ki znasˇa 84.5 mm. Razmak med
zgornjima valjcˇkoma pa je kompromis med velikostjo cone, kjer deluje cˇisti upogib, in
velikostjo kontaktnih tlakov. Cˇe sta valjcˇka preblizu skupaj, bo cona cˇistega upogiba
manjˇsa in s tem vecˇja verjetnost, da bo v njej sˇe vedno deloval vpliv kontaktne motnje
(omenjeno v prejˇsnji tocˇki). Cˇe sta valjcˇka prevecˇ oddaljena, bodo precˇne sile in po-
sledicˇno kontaktni tlaki pri enaki vrednosti notranjega momenta vecˇji, pri cˇemer lahko
pride do prezgodnje porusˇitve preizkusˇanca na mestu kontakta.
Na podlagi parametrov, ki smo jih dolocˇili iz predhodno izvedenih nateznih testov, smo
izvedli numericˇno simulacijo upogiba, kjer smo analizirali vpliv razmaka med valjcˇki.
Zaradi simetrije upogibnega testa smo analizirali le polovico modela. Slika 3.7 prikazuje
izolinije osnih napetosti pri upogibu, kjer je razdalja med zgornjimi valjcˇki 16 mm
(simetrijska ravnina se nahaja na levi strani).
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Slika 3.7: Simulacija upogiba pri manjˇsem razmaku med valjcˇki.
Opazimo lahko, da se kontaktna motnja izniha sˇele v blizˇini simetrijske ravnine, kar
pomeni, da bo uporabno merilno obmocˇje zelo majhno. Na sliki 3.8 so prikazani sˇe
rezultati analize upogiba, kjer smo razdaljo med valjcˇki povecˇali na 26 mm.
Slika 3.8: Simulacija upogiba pri vecˇjem razmaku med valjcˇki.
Pri tej razdalji med valjcˇki vidimo, da se kontaktna motnja izniha nekoliko pred sime-
trijsko ravnino (izolinije so med seboj paralelne in vodoravne). V tem primeru dobimo





Pri dolocˇitvi premera valjcˇkov moramo biti pozorni na dva pojava:
1. Pozicija kontakta med valjcˇki in preizkusˇancem se pri deformaciji preizkusˇanca
premakne (prikazuje slika 3.9).
Slika 3.9: Premik kontakte tocˇke pri deformaciji preizkusˇanca v kontaktu z valjcˇkom.
Vecˇji kot je premer valjcˇkov, vecˇji je ta efekt. Ker bomo moment v preizkusˇancu
dolocˇili na podlagi zacˇetne rocˇice med valjcˇki, zˇelimo, da se ta tekom eksperimenta
cˇim manj spremeni. S tega vidika zˇelimo, da je premer valjcˇkov cˇim manjˇsi.
2. Manjˇsi kot bo premer valjcˇkov, manjˇsa bo kontaktna povrsˇina in posledicˇno vecˇji
kontaktni tlaki. S tega vidika zˇelimo, da je premer valjcˇkov cˇim vecˇji.
Na podlagi parametrov, ki smo jih dolocˇili iz predhodno izvedenih nateznih testov, smo
izvedli numericˇno simulacijo upogiba, kjer smo analizirali vpliv premera valjcˇkov na
velikost kontaktnih tlakov in spremembo rocˇice. Simulacijo smo izvedli za tri razlicˇne
premere valjcˇkov in sicer 5 mm, 10 mm in 16 mm. Slika 3.10 prikazuje velikost in lego
kontaktnega tlaka med valjcˇki in preizkusˇancem. Koordinata s oznacˇuje oddaljenost
od referencˇne kontaktne tocˇke v nedeformiranem stanju.




Na zgornjih diagramih se lepo vidi, kasˇen vpliv ima premer valjcˇka na velikost kon-
taktnega tlaka in premik kontakta od referencˇne lege. Velikost kontaktnega tlaka pri
premeru valjcˇka 16 mm na zgornji strani znasˇa priblizˇno 2500 MPa, kar skoraj dvakrat
manj kot pri 5 mm. Kljub temu je kontaktni tlak sˇe vedno zelo velik. Pri tem je po-
trebno uposˇtevati, da se v realnosti na mestu kontakta pojavi plastifikacija materiala,
utrjevanje in drugi pojavi, ki v nasˇih analizah niso bili zajeti, zato lahko zgoraj pred-
stavljene rezultate analiziramo le v smislu relativne primerjave med razlicˇnimi premeri
valjcˇkov. Iz diagramov lahko vidimo tudi, da ima premer valjcˇka relativno velik vpliv
na premik kontaktne cone. V primeru valjcˇka s premerom 5 mm se pri uposˇtevanju
premika kontakta na zgornji in spodnji strani rocˇica zmanjˇsa za dobrih 0.5 mm, pri
premeru 16 mm pa za priblizˇno 1 mm, kar relativno gledano na velikost rocˇice ni za-
nemarljivo. Nobena od analiziranih dimenzij valjcˇkov ni optimalna s staliˇscˇa nasˇih
zahtev, zato smo kompromisno izbrali premer 10 mm.
3.4 Upogibni test
Upogibne teste bomo izvajali na trgalnem stroju, na katerem smo izvajali tudi natezne
teste, zato smo na podlagi poznanih dimenzij preizkusˇanca (slika 3.1) in ugotovitev
iz poglavja 3.3 izdelali napravo, ki nam bo to omogocˇala. Na sliki 3.11 so prikazane
glavne komponente naprave za izvajanje upogiba, kjer so:
1. Potisna os, ki je pritrjena zaporedno za merilno celico za merjenje sile.
2. Os, ki omogocˇa rotacijo mosticˇka, s katero zagotovimo enakomeren prenos sil
preko valjcˇkov na preizkusˇanec.
3. Mosticˇek, na katerega so pritrjeni valjcˇki.
4. Valjcˇki, preko katerih prenasˇamo obremenitev na preizkusˇanec.
5. Preizkusˇanec.
6. Pozicionirne vilice, ki zagotavljata ustrezno pozicioniranje preizkusˇanca (bolje
vidno na sliki 3.12).
7. Podpora, na katerih sta pritrjena podporna valjcˇka in pozicionirne vilice.
Slika 3.11: Naprava za izvajanje upogibnih testov.
Na sliki 3.12 je prikazana sˇe prakticˇna izvedba naprave za izvedbo upogibnih testov.
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Slika 3.12: Naprava za izvajanje upogibnih testov.
Za merjenje polja pomikov in sile bomo uporabili isto merilno opremo kot za izvajanje
nateznih preizkusov. Merjene velicˇine, ki jih bomo potrebovali za inverzno identifikacijo
prametrov, so premik nevtralne osi, ki bo dolocˇen na podlagi izmerjenega deformacij-
skega polja, in moment v obmocˇju cˇistega upogiba, ki ga bomo dolocˇili s pomocˇjo
izmerjene sile ter rocˇice med valjcˇki. Slika 3.13 prikazuje merilno mesto, kjer lahko
vidimo pozicijo kamer za merjenje deformacijskega polja.
Slika 3.13: Merilno mesto za izvajanje upogibnega testa.
Preizkusˇanec bomo obremenjevali v pokoncˇni legi oz. preko osi z vecˇjim vztrajnostnim
momentom (vidno na sliki 3.11). V taksˇni postavitvi se zˇe pri majhnih povesih pojavijo
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relativno velike deformacije in s tem nelinearnosti materialnega odziva, ki pa so vzrok
za premik nevtralne osi. Manjˇse povese zˇelimo zaradi spremembe dolzˇine rocˇice med
valjcˇki glede na zacˇetno lego, kar je bilo komentirano v poglavju 3.3. Na sliki 3.14 je
prikazan sˇe preizkusˇanec, ki smo ga porusˇili pri upogibnem preizkusu.
Slika 3.14: Porusˇen preizkusˇanec.
Vidimo lahko, da je lom nastal med zgornjima valjcˇkoma na mestu, kjer je prisoten
konstanten upogibni moment.
3.4.1 Rezultati upogibnega preizkusa
Na sliki 3.15 lahko vidimo polje deformacij v vzdolzˇni smeri, ki smo ga dolocˇili s
pomocˇjo sistema DIC. Na sliki je prikazan del preizkusˇanca med zgornjima valjcˇkoma
(slika je obrnjena), kjer se nahaja cona cˇistega upogiba.
Slika 3.15: Polje deformacij v vzdolzˇni smeri.
Cˇe prilagodimo skalo prikaza, lahko na polju vzdolzˇnih deformacij vidimo pozicijo
nevtralne osi, ki se nahaja med tlacˇno in natezno cono (prikazuje slika 3.16).
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Slika 3.16: Potek nevtralne osi.
Na sliki 3.17 je prikazano sˇe polje velikosti in smeri glavnih deformacij, kjer lahko lepo
vidimo vpliv kontaktne motnje med valcˇki in preizkusˇancem.
Slika 3.17: Polje glavnih deformacij in usmeritev.
Na podlagi izvedenih upogibnih testov smo dolocˇili premike nevtralne osi glede na
tezˇiˇscˇno os pri razlicˇnih momentih. Rezultati so podani v tabeli 3.1.
Preglednica 3.1: Premik nevtralne osi pri razlicˇnih momentih.
M[Nmm] 2712 5404 8118 10831 14324 16551
e[mm] 0 0 -0.0133 -0.0798 -0.106 -0.239
Ker je velikostni red deformacij pri prvih dveh izmerjenih tocˇkah zelo majhen, s tem
pa vecˇja merilna negotovost, ju bomo pri inverzni identifikaciji izpustili. Obravnavali
bomo torej le zadnje sˇtiri tocˇke.
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Na sliki 3.18 so izmerjeni pomiki nevtralni osti prikazani sˇe graficˇno.
Slika 3.18: Graficˇni prikaz premikov nevtralne osi.
3.5 Obravnavanje upogiba hiperelasticˇnih nosilcev
Za namen dolocˇitve napetostno-deformacijskega stanja hiperelasticˇnega materiala pri
upogibu, je potrebno postaviti analiticˇni model, v katerem bomo uporabili predsta-
vljeno teorijo iz poglavja 2.2. V tem poglavju bo predstavljen matematicˇni model,
iterativni postopek racˇunanja napetostno-deformacijskega stanja pri upogibu ter izve-
den verifikacijski primer za validacijo postavljenega modela.
3.5.1 Predstavitev modela za obravnavanja upogiba hiperela-
sticˇnih nosilcev
Model bomo postavili na osnovi Euler-Bernoullijeve teorije nosilcev (predstavljena v
poglavju 2.1), kjer bomo uvedli dve bistveni spremembi:
1. Nosilec ni iz linearno elasticˇnega materiala, ampak iz hiperelasticˇnega materiala.
2. Nevtralna os in tezˇiˇscˇnica ne nujno sovpadata. Razdaljo med njima bomo poi-
menovali premik nevtralne osi in oznacˇili z e.


















Sedaj lahko s pomocˇjo izraza (2.4) in ukrivljenosti nosilca κ zapiˇsemo izraz za vzdolzˇni
raztezek nosilca kot:
λv = 1 + εv = 1 + κ · z, (3.4)
kjer je z pa koordinata po viˇsini nosilca z izhodiˇscˇem na tezˇiˇscˇni osi. V zgornjem izrazu
uposˇtevamo sˇe, da se nevtralna os nosilca lahko premakne, kar zapiˇsemo kot:
λv = 1 + κ · (z − e). (3.5)
Precˇni presek nosilca po viˇsini diskretiziramo naN koncˇnih segmentov. Predpostavimo,
da se v posameznem segmentu pojavi le homogeno enoosno napetostno stanje v osni
smeri nosilca, ki ga dolocˇimo s pomocˇjo enacˇb predstavljenih v poglavju 2.2.3, ter da
interakcij med posameznimi segmenti ni. Na sliki 3.19 je prikazan diferencialno majhen
delcˇek diskretiziranega nosilca dolzˇine dx v deformiranem stanju.
Slika 3.19: Prikaz segmentov v deformiranem stanju.
Premik nevtralne osi dolocˇimo s pogojem, da je osna sila enaka nicˇ (N = 0). Pri
tem uposˇtevamo ravnotezˇje sil na deformirani geometriji (uposˇtevamo, da se povrsˇina





σx,i · Ai · λ2p,i, (3.6)
kjer je σx,i napetost v osni smeri v i-tem segmentu, Ai povrsˇina nedeformiranega
precˇnega preseka i-tega segmenta in λp,i skrcˇek i-tega segmenta v precˇni smeri. Moment




σx,i · zi · Ai · λ2p,i, (3.7)
kjer je zi koordinata i-tega segmenta v smeri z.
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3.5.2 Iteracijski postopek racˇunanja
S pomocˇjo predstavljenega modela zˇelimo pri poljubnem momentu M izracˇunati ukri-
vljenost nosilca κ in premik nevtralne osi e. Ker slednjih neznank ni mogocˇe eksplicitno
izraziti, ju je potrebno dolocˇiti s pomocˇjo iteracijskega postopka, ki je prikazan na sliki
3.20.
Slika 3.20: Shema iteracijskega procesa za izracˇun zasuka precˇnega prereza.
3.5.3 Verifikacija postavljenega racˇunskega modela
V tem poglavju smo postavljen racˇunski model validirali in preverili ustreznost po-
stavljenih predpostavk. Za ta namen smo poljubno izbrali hiperelasticˇni konstitutivni
model, njegove parametre, geometrijo nosilca ter obremenitveni moment. Na podlagi
izbranih (in seveda poznanih) podatkov smo najprej izvedli sinteticˇni eksperiment, kjer
smo napetostno-deformacijsko stanje v nosilcu dolocˇili s pomocˇjo numericˇne analize v
programskem okolju Abaqus. Napetostno-deformacijsko stanje smo za enak primer
nato dolocˇili sˇe na podlagi postavljenega modela s pomocˇjo lastnega programa izdela-
nega v Mathematici. S primerjavo nasˇih izracˇunov ter rezultatov sinteticˇnega eksperi-
menta smo nato lahko potrdili verodostojnost postavljenega modela.
Za analizo smo uporabili polinomski konstitutivni model drugega reda. Poljubno iz-
brani materialni parametri so podani v tabeli 3.2.
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Preglednica 3.2: Uporabljeni materialni parametri.
parameter vrednost
C10 −1.65523 · 105
C01 1.68461 · 105
C20 1.48845 · 1010
C11 −3.02017 · 1010
C02 1.53215 · 1010
D1 0
D2 0
V tabeli 3.3 so podani sˇe geometrijski parametri in obremenitveni pogoji.
Preglednica 3.3: Uporabljeni parametri modela.
parameter simbol vrednost
viˇsina prereza h [mm] 4
sˇirina prereza b [mm] 10
sˇtevilo segmentov N [/] 100
moment M [Nmm] 3000
Na diagramu 3.21 je prikazan potek nominalnih deformacij po viˇsini nosilca, ki smo
jih izracˇunali s pomocˇjo postavljenega modela ter v programskemu okolju Abaqus.
Vidimo lahko, da se izracˇuni odlicˇno ujemajo. Na diagramu lahko opazimo tudi premik
nevtralne osi, ki za dan primer znasˇa priblizˇno 0.2 mm.
Slika 3.21: Prikaz nominalnih deformacij po viˇsini prereza.
Diagram 3.22 prikazuje sˇe primerjavo nominalnih napetosti po viˇsini nosilca. Tudi




Slika 3.22: Prikaz nominalnih napetosti po viˇsini prereza.
3.6 Proces identifikacije inverzne parametrov
V poglavju 2.5 so bile v splosˇnem predstavljene teoreticˇne osnove inverzne identifi-
kacije, v tem poglavju pa bomo predstavljeno teorijo aplicirali na konkreten primer.
Pokazali bomo, kako s pomocˇjo inverzne identifikacije dolocˇimo materialne parametre
na podlagi eksperimentalnih rezultatov. Najprej bo predstavljena identifikacija para-
metrov na podlagi nateznih preizkusov, nato bomo uposˇtevali sˇe rezultate upogibnih
preizkusov. Pri identifikaciji parametrov bomo predpostavili, da je material nestisljiv,
saj iz nateznega in upogibnega testa ne pridobimo informacije o spremembi volumna,
zato je v takem primeru identificiranje parametra D fizikalno nesmiselno.
3.6.1 Identifikacija parametrov na podlagi natega
Na podlagi enacˇb, predstavljenih v poglavju 2.2.3, lahko pri danih materialnih parame-
trih p in poljubni vzdolzˇni deformaciji ε izracˇunamo napetost v osni smeri σ, kar bomo
oznacˇili kot funkcijo σ(ε,p). Dolocˇiti zˇelimo taksˇne vrednosti parametrov, pri katerih
bo razlika med izracˇunanimi napetostmi in napetostmi dolocˇenimi iz nateznega preiz-
kusa (podpoglavje 3.2.1) cˇim manjˇsa. Cenilno funkcijo problema lahko torej zapiˇsemo




(σ0,i − σ(ε0,i,p))2 , (3.8)
kjer sta σ0 in ε0 vektorja nominalnih napetosti in deformacij, ki smo jih dolocˇili na
podlagi rezultatov nateznega preizkusa, Nn pa je dimenzija teh vektorjev. Zaradi
















Kot je bilo zˇe povedano v poglavju 2.5.1, je za resˇevanje optimizacijskih problemov,
kjer je cenilna funkcija vsota kvadratov razlik, smotrno uporabiti Gauss-Newtonovo
metodo, pri kateri spremembo parametrov lahko s pomocˇjo izraza (2.54) zapiˇsemo kot:
∆p = (JTσJσ)
−1JTσrσ(p), (3.10)
kjer vektor ostankov rσ(p) definiran kot:
rσ(p) = σ0 − σ(ε0,p), (3.11)



























V kolikor je sˇtevilo funkcij Nn vecˇje ali enako sˇtevilu iskanih parametrov Np (Nn ≥ Np),
lahko vrednosti parametrov v novi iteraciji enolicˇno dolocˇimo z izrazom:
pk+1 = pk +∆pk = pk + (JTσJσ)
−1JTσrσ(p
k), (3.13)
kjer je potrebno poudariti, da je Jacobijeva matrika funkcije σ tudi odvisna od pa-
rametrov p in jo je zato potrebno v vsaki iteraciji ponovno izracˇunati. Iteracijski




r2σ,i ≤ ϵtol. (3.14)
3.6.2 Identifikacija parametrov na podlagi natega in upogiba
V tem poglavju bomo predstavili sˇe postopek inverzne identifikacije parametrov, kjer
bomo poleg rezultatov nateznega preizkusa (podpoglavje 3.2.1) uporabili tudi rezultate
upogibnega preizkusa (podpoglavje 3.4.1), iz katerih smo dolocˇili premike nevtralne osi
e0 pri trenutnih obremenitvenih momentih v upogibni coni preizkusˇancaM 0. Rezultati
nateznega preizkusa nam bodo koristili za identifikacijo materialnega odziva v nategu,
z rezultati upogibnega preizkusa pa bomo vplivali sˇe na materialni odziv v tlacˇnem
obmocˇju.
Sedaj nam bo priˇsel prav model, predstavljen v poglavju 3.5, s katerim lahko za po-
ljuben moment M pri danih materialnih parametrih p izracˇunamo premik nevtralne
osi e, kar bomo obravnavali kot funkcijo e(M,p). Zaradi preglednejˇsega zapisa bomo
















Cenilni funkciji (3.8) sedaj dodamo sˇe cˇlene kvadraticˇnega odstopanja premika nev-




(σ0,i − σ(ε0,i,p))2 +
Nu∑
i=1
(e0,i − e(M0,i,p))2 , (3.16)
kjer je Nu dimenzija vektorjev e0 in M 0. Vektor ostankov, ki se nanasˇa le na premike
nevtralnih osi re zapiˇsemo kot:
re(p) = e0 − e(M 0,p). (3.17)



























Spremembo parametrov bomo dolocˇili na podlagi vektorja skupnih odstopkov rs, ki je









νn (σ0,1 − σ(ε0,1,p))
νn (σ0,2 − σ(ε0,2,p))
...
νn (σ0,Nn − σ(ε0,Nn ,p))
νu (e0,1 − e(M0,1,p))
νu (e0,2 − e(M0,2,p))
...
νu (e0,Nu − e(M0,Nu ,p))
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, (3.19)
in skupne Jacobijeve matrike Js, ki je sestavljena iz obtezˇenih Jacobijevih matrik funk-




















































































kjer je α faktor, s katerim lahko dodatno obtezˇimo pomembnost meritev nateznega
oz. upogibnega preizkusa. Spremembo parametrov sedaj lahko s pomocˇjo izraza (2.54)
zapiˇsemo kot:
∆p = (JTs Js)
−1JTs r s(p), (3.23)
parametre v novi iteraciji pa kot:
pk+1 = pk +∆pk = pk + (JTs Js)
−1JTs r s(p
k). (3.24)
Iteracijski postopek, podobno kot v poglavju 3.6.1, prenehamo, ko je vsota kvadriranih
vrednosti cˇlenov v vektorju skupnih razlik manjˇsa od dolocˇene tolerance:
Nn+Nu∑
i=1
r2s,i ≤ ϵtol. (3.25)
Slika 3.23 prikazuje shemo procesa identifikacije parametrov na podlagi rezultatov na-
teznih in upogibnih testov. Z rdecˇo barvo so oznacˇeno koraki, ki se navezujejo na
informacije pridobljene iz nateznega preizkusa, z zeleno pa koraki, ki se navezujejo na
informacije pridobljene iz upogibnega preizkusa.
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Slika 3.23: Shematski prikaz postopka inverzne identifikacije.
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3.6.3 Posebnosti in tezˇave
Med postopkom inverzne identifikacije lahko naletimo na taksˇno kombinacijo parame-
trov, pri kateri dobimo nesmiseln materialni odziv, ki ne nudi odpora na napetostno
stanje pri upogibu. Primer taksˇnega materialnega odziva prikazuje σ − ε diagram na
sliki 3.24, kjer lahko vidimo, da se do dolocˇene tlacˇne deformacije napetost v materialu
povecˇuje nato pa se zacˇne zmanjˇsevati, pri dolocˇeni tlacˇni deformaciji pa celo zamenja
predznak, kar pa je s fizikalnega vidika popolnoma nesmiselno.
Slika 3.24: σ-ε diagram nestabilnega materiala.
Za taksˇen material je premik nevtralne osi nemogocˇe izracˇunati pri velikih momentih,
saj ravnotezˇnega stanja ni mocˇ dosecˇi. Posledicˇno se tudi proces identifikacije para-
metrov neuspesˇno zakljucˇi. V taksˇnem primeru je potrebno izbrati drugacˇen nabor
zacˇetnih vrednosti parametrov ali izbrati drugacˇno vrednost obtezˇitve α.
Sˇe ena posebnost, ki se lahko pojavi pri uporabi kompleksnejˇsih modelov z vecˇ ma-
terialnimi parametri je, da lahko za podoben materialni odziv obstaja vecˇ razlicˇnih
kombinacij parametrov, ki pa so med seboj lahko popolnoma drugacˇne. V tabeli 3.4
sta podani dve kombinaciji parametrov polinomskega modela tretjega reda, pri katerih
dobimo podoben odziv.
Preglednica 3.4: Dve kombinaciji parametrov s podobnim materialnim odzivom pri
enoosnem napetostnem stanju.
kombinacija A kombinacija B
C10 −2.649 · 102 −2.615 · 103
C01 2.607 · 103 5.038 · 103
C20 −1.808 · 106 4.387 · 108
C11 1.296 · 106 −8.758 · 108
C02 1.941 · 105 4.367 · 108
C30 −2.226 · 106 8.835 · 1010
C21 −2.189 · 106 −8.215 · 1010
C12 −2.153 · 106 −1.025 · 1011
C03 2.121 · 106 9.620 · 1010
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Na sliki 3.25 sta prikazana sˇe materialna odziva pri enoosnem napetostnem stanju za
obe kombinaciji parametrov iz tabele 3.4.
Slika 3.25: Materialni odziv pri enoosnem napetostnem stanju.
Gledano s staliˇscˇa optimizacije, vsaka izmed taksˇnih kombinacij parametrov predsta-
vlja svoj lokalni minimum, kar pa sˇe ne pomeni, da je tudi globalni. Zato da res
najdemo cˇim bolj optimalno kombinacijo parametrov je potrebno postopek inverzne
identifikacije ponoviti vecˇkrat z razlicˇnimi zacˇetnimi priblizˇki in razlicˇnimi obtezˇbami
α. Smiselno je, da pri identifikaciji materialnih parametrov najprej zacˇnemo s pre-
prostejˇsimi konstitutivnimi modeli (Neo-Hooke, Mooney-Rivlin,...) in sˇele v primeru,
da slednji materialnega odziva ne uspejo dobro popisati, preidemo na kompleksnejˇse
(polinomski,...).
3.6.4 Verifikacija algoritma
Podobno kot v poglavju 3.5.3 smo tukaj s pomocˇjo sinteticˇnega eksperimenta verificirali
predstavljen algoritem za inverzno identifikacijo materialnih parametrov na podlagi na-
teznega ter upogibnega preizkusa. Sinteticˇni eksperiment smo izvedli v programskem
okolju Abaqus, kjer smo numericˇno simulirali natezni ter upogibni preizkus. Pri tem
smo uporabili poljubno izbrane vrednosti materialnih parametrov, ki jih bomo za na-
men te verifikacije v nadaljevanju imenovali ”prave vrednosti parametrov”. Algoritem
smo nato verificirali s primerjavo pravih vrednosti parametrov z vrednostmi, ki smo
jih s pomocˇjo algoritma kasneje identificirali na podlagi rezultatov sinteticˇnega ekspe-
rimenta.
Za namen verifikacije algoritma smo poljubno izbrali vrednosti parametrov polinom-
skega konstitutivnega modela drugega reda, kjer smo predpostavili nestisljivost ma-
teriala (Di = 0). Algoritem je uspesˇno identificiran, cˇe se vrednosti identificiranih
parametrov ujemajo z pravimi vrednostmi. V tabeli 3.5 je primerjava izbranih oz.
pravih ter identificiranih vrednosti parametrov.
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Preglednica 3.5: Primerjava pravih in identificiranih parametrov.
parameter C10 C01 C20 C11 C02
prava vrednost −1.86 · 105 1.90 · 105 1.53 · 108 5.21 · 103 -1.55 · 108
identificirana vrednost −1.853 · 105 1.893 · 105 1.528 · 108 7.976 · 105 −1.556 · 105
relativno odstopanje −0.352% −0.346% −0.110% 15210% −0.410%
Iz tabele lahko vidimo, da je odstopanje identificiranih parametrov manj kot 0.5%
z izjemo parametra C11 kjer je odstopanje zelo veliko. Diagram 3.26 prikazuje σ-ε
krivuljo dolocˇeno iz sinteticˇnega eksperimenta (oznacˇena z rdecˇo) ter σ-ε krivuljo, ki
smo jo dolocˇili na podlagi identificiranih parametrov (oznacˇena z modro).
Slika 3.26: Primerjava σ-ε diagrama pri pravih in identificiranih parametrih.
Na sliki 3.27 je prikazana sˇe primerjava premika nevtralnih osi dolocˇenih iz sinteticˇnega




Slika 3.27: Primerjava premikov nevtralnih osi pri pravih in identificiranih
parametrih.
Negativen predznak na diagramu pomeni, da se je nevtralna os premaknila proti tlacˇni
coni. Vidimo lahko, da se rezultati tako nateznega kot upogibnega preizkusa odlicˇno
ujemajo, kljub temu, da je parameter C11 popolnoma napacˇno identificiran. To pomeni:
1. da je delovanje algoritma za inverzno identifikacijo parametrov ustrezno, saj se
rezultati sinteticˇnega eksperimenta ujemajo z materialnim odzivom, dolocˇenim
na podlagi identificiranih parametrov in
2. da sta natezni in upogibni preizkus slabo pogojena za dolocˇitev parametra C11 oz.
da ta parameter ne vpliva na izid nateznega in upogibnega preizkusa. Vrednost
tega parametra bi bilo potrebno identificirati na podlagi drugacˇnega eksperi-
menta.
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4 Rezultati in diskusija
V tem poglavju si bomo pogledali rezultate procesa inverzne identifikacije parametrov.
Predstavljeni in primerjani bodo identificirani parametri za vecˇ razlicˇnih hiperelasticˇnih
modelov (predstavljenih v poglavju 2.2.2), kjer bomo lahko videli, kako dobro lahko
posamezen model popiˇse odziv realnega materiala. V prvem delu bodo prikazani in
komentirani parametri, identificirani le na podlagi nateznih testov, v drugem delu pa
parametri, pri katerih smo uposˇtevali tudi upogibne teste.
Zaradi predpostavke o nestisljivosti materiala (komentirano v uvodnem delu poglavja
3.6) velja Di = 0, zato vrednosti teh parametrov v nadaljevanju ne bomo posebej
navajali. Vsi rezultati prikazani v tem poglavju se nanasˇajo na material, predstavljen
v poglavju 3.1.
4.1 Identifikacija parametrov na podlagi nateznih
preizkusov
Najprej smo inverzno identifikacijo parametrov izvedli le na podlagi rezultatov, prido-
bljenih iz nateznih preizkusov (predstavljeni v poglavju 3.2.1). Pri tem smo uporabili





– polinomski model drugega reda (P2) in
– polinomski model tretjega reda (P3).
V nadaljevanju bomo za poimenovanje posameznega modela uporabili zgoraj navedene
kratice. V tabeli 4.1 spodaj so podani identificirani parametri za posamezen model.
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Preglednica 4.1: Identificirani parametri na podlagi nateznih podatkov.
NH AB MR YH P2 P3
C10 1.867 · 103 / −5.870 · 104 2.413 · 103 2.206 · 104 2.087 · 104
C01 / / 6.139 · 104 / −1.970 · 104 −1.851 · 104
C20 / / / −5.261 · 105 1.092 · 107 9.723 · 106
C11 / / / / −4.416 · 105 −4.166 · 105
C02 / / / / −1.140 · 107 −1.020 · 107
C30 / / / 6.900 · 107 / 2.522 · 106
C21 / / / / / 2.463 · 106
C12 / / / / / 2.406 · 106
C03 / / / / / 2.350 · 106
µ / 3.736 · 103 / / / /
λm / 1.291 · 103 / / / /
Na sliki 4.1 so prikazane σ-ε krivulje posameznih modelov, ki smo jih dolocˇili na podlagi
identificiranih parametrov iz tabele 4.1.
Slika 4.1: Primerjava σ-ε diagramov pri razlicˇnih modelih.
Vidimo lahko da z izjemo Neo-Hooke ter Arruda-Boyce ostali modeli dobro popiˇsejo
izmerjen materialni odziv v nategu. Zaradi predpostavke o nestisljivosti materiala, je
fleksibilnost Neo-Hookeovega ter Arruda-Boyceovega modela zelo majhna. Ker slednja
modela zelo slabo popisujeta materialni odziv zˇe samo v nategu, ju v nadaljevanju ne
bomo vecˇ obravnavali. Na sliki 4.2 so tako kot na diagramu 4.1 prikazane σ-ε krivulje
razlicˇnih modelov, ki smo jih dolocˇili na podlagi identificiranih parametrov iz natega,
le da je tukaj prikazan sˇe izracˇunan materialni odziv v tlaku.
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Slika 4.2: Primerjava σ-ε diagramov pri razlicˇnih modelih.
Vidimo lahko, da se pri razlicˇnih modelih materialni odzivi v tlacˇni coni zelo razlikujejo
kljub temu, da vsi dobro zajamejo materialni odziv v nategu. V primeru polinomskih
modelov je izracˇunan odziv v tlacˇni coni pri identificiranih parametrih fizikalno gledano
popolnoma nesmiseln. Na sliki 4.3 so prikazani sˇe premiki nevtralne osi v odvisnosti
od momenta, ki smo jih dolocˇili na podlagi zgoraj identificiranih parametrov.
Slika 4.3: Premiki nevtralne osi dolocˇeni s parametri identificiranimi iz natega.
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Ocˇitno je, da izracˇunani premiki nevtralnih osi odstopajo od izmerjenega, ter da so
za vsak model popolnoma drugacˇni. V primeru obeh polinomskih modelov je premik
nevtralne osi na diagramu prikazan le v eni tocˇki, saj je njun odziv v tlaku nestabilen
(razvidno na diagramu 4.2), kar onemogocˇa izracˇun premika nevtralne osi pri vecˇjih
momentih.
Iz predstavljenih rezultatov je sedaj jasno, da parametrov, ki smo jih identificirali na
podlagi nateznega preizkusa, ni smiselno uporabiti v simulacijah, kjer se pojavi tudi
materialni odziv v tlaku, kar vkljucˇuje tudi vsa upogibna obremenitvena stanja. Pri
taksˇnih parametrih izracˇunan materialni odziv v tlacˇni coni nima fizikalne podlage in
je le ekstrapolacija materialnega odziva v nategu, kar pa je v dolocˇenih primerih lahko
popolnoma nesmiselno.
4.2 Identifikacija parametrov na podlagi nateznih
in upogibnih preizkusov
V tem poglavju bodo predstavljeni sˇe rezultati inverzne identifikacije parametrov, kjer
smo poleg rezultatov nateznega preizkusa uposˇtevali tudi rezultate upogibnega preiz-
kusa. V tabeli 4.2 so podane vrednosti identificiranih parametrov.
Preglednica 4.2: Identificirani parametri na podlagi nateznih podatkov.
MR YH P2 P3
C10 −5.223 · 103 2.398 · 103 3.501 · 103 −2.615 · 103
C01 7.196 · 103 / −1.369 · 103 5.038 · 103
C20 / −4.974 · 105 −4.012 · 106 4.387 · 108
C11 / / −5.397 · 105 −8.758 · 108
C02 / / 4.477 · 106 4.367 · 108
C30 / 5.197 · 107 / 8.835 · 1010
C21 / / / −8.215 · 1010
C12 / / / −1.025 · 1011
C03 / / / 9.620 · 1010
Poglejmo si σ-ε diagrame razlicˇnih materialnih modelov, dolocˇene s parametri, poda-
nimi v zgornji tabeli (slika 4.4).
50
Rezultati in diskusija
Slika 4.4: Primerjava σ-ε diagramov pri razlicˇnih modelih.
Vidimo lahko, da ob uposˇtevanju rezultatov upogibnega preizkusa Mooney-Rivlinov
ter polinomski model drugega reda nekoliko slabsˇe popisujeta realen materialni odziv
v nategu v primerjavi z odzivi prikazanimi na diagramu 4.2, kjer smo uposˇtevali le
rezultate nateznega preizkusa. Opazna je tudi znatna razlika materialnega odziva v
tlacˇnem obmocˇju, z izjemo Yeohovega modela, kjer je materialni odziv ostal skorajda
nespremenjen. Kljub temu, da pri identifikaciji materialnega odziva v tlaku nismo
eksplicitno uposˇtevali, je raztros izracˇunanih materialnih odzivov v tlaku pri razlicˇnih
modelih relativno majhen v primerjavi z odzivi prikazanimi na diagramu 4.2. Na




Slika 4.5: Premiki nevtralne osi dolocˇeni s parametri identificiranimi iz natega in
upogiba.
V primerjavi z rezultati prikazanimi na diagramu 4.3 je tukaj ujemanje z izmerjenimi
vrednostmi veliko boljˇse, ponovno z izjemo Yeohovega modela. Vidimo lahko, da se
polinomska modela najbolje prilagajata izmerjenim vrednostim, sˇe posebej polinomski
model tretjega reda.
Iz predstavljenih rezultatov lahko vidimo, da cˇe materialni model dobro popisuje ma-
terialni odziv, kjer so uposˇtevani le rezultati nateznega preizkusa, sˇe ne pomeni, da
bo ustrezen tudi za popis materialnega odziva v objektu, kjer so prisotna tudi tlacˇno
obremenjena obmocˇja. Za dolocˇanje zˇelenega premika nevtralne osi so najboljˇsi modeli,
pri katerih lahko dokaj neodvisno vplivamo na odziv v tlaku in v nategu. Pri tem sta
se najbolje izkazala polinomski model drugega in tretjega reda, ki imata v primerjavi
z ostalimi obravnavanimi modeli tudi vecˇ parametrov in s tem boljˇso fleksibilnost. Po
drugi strani imamo Mooney-Rivlinov ter Yeohov model, ki pri danem odzivu v nategu
predpostavljata tudi odziv v tlaku, na katerega ne moremo neodvisno vplivati.
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5 Zakljucˇki
V sklopu magistrske naloge smo uspesˇno postavili model za obravnavanje upogiba hi-
perelasticˇnega materiala, s katerim lahko pri postavljenih predpostavkah zelo dobro
izracˇunamo napetostno-deformacijsko stanje po viˇsini nosilca. S postopkom inverzne
identifikacije smo identificirali materialne parametre za vecˇ razlicˇnih hiperelasticˇnih
modelov, kjer smo poleg rezultatov nateznega preizkusa uposˇtevali tudi rezultate upo-
gibnega preizkusa. Glavne ugotovitve lahko strnemo v naslednje tocˇke:
1. Z uposˇtevanjem rezultatov upogibnih testov smo uspeli bistveno zmanjˇsati raz-
tros materialnega odziva v tlacˇnem obmocˇju med razlicˇnimi uporabljenimi mo-
deli.
2. Parametre, ki so identificirani le na podlagi nateznih testov, je nesmiselno upora-
bljati za numericˇne simulacije, kjer se pojavijo tudi tlacˇne cone, saj je v taksˇnem
primeru tlacˇni odziv materiala le ekstrapolacija natezne cone, ki pa je lahko po-
polnoma nesmiselna.
3. V primeru, da imamo na voljo le rezultate nateznih preizkusov, je za grobo oceno
bolje uporabiti enostavnejˇse modele z manj materialnimi parametri (Neo-Hooke,
Mooney-Rivlin,. . . ), pri katerih je, za dan materialni odziv v nategu, ekstrapola-
cija materialnega odziva v tlacˇno cono bolj smiselna (npr. togost materiala pri
Mooney-Rivlinovem modelu se v tlacˇni coni sˇe povecˇa).
4. Za namen identifikacije parametrov z uposˇtevanjem rezultatov upogibnih testov
se bolje obnesejo modeli z vecˇjo fleksibilnostjo, pri katerih lahko na materialni
odziv v tlaku in nategu vplivamo cˇim bolj neodvisno. V nasˇem primeru se je
najbolje izkazal polinomski model tretjega reda, ki ima tudi najvecˇ materialnih
parametrov (v primerjavi z ostalimi modeli, ki smo jih obravnavali).
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Predlogi za nadaljnje delo
Raziskovanje na temo identifikacije materialnih parametrov na podlagi upogibnih te-
stov bi bilo smiselno nadaljevati z naslednjimi koraki:
1. Dodaten pregled hiperelasticˇnih modelov in testiranje njihove uporabnosti za
namen identifikacije parametrov na podlagi nateznih in upogibnih preizkusov.
2. Primerjava identificiranih parametrov na podlagi nateznega ter upogibnega pre-
izkusa in parametrov, dolocˇenimi na podlagi drugacˇnih testov.
3. Zasnova kompleksnejˇsega eksperimenta, kjer bi lahko s primerjavo izmerjenega
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